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Siano (X,A, µ) uno spazio di misura, A ∈ A, f : A→ [−∞,+∞]
Diremo che la funzione f e` misurabile, se per ogni α ∈ R
{x ∈ A | f(x) < α} ∈ A
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Proposizione Siano (X,A, µ) spazio misura, A ∈ A, f : A → R. Le
affermazioni seguenti sono equivalenti
i) {x ∈ A | f(x) ≤ α} ∈ A
ii) {x ∈ A | f(x) < α} ∈ A
iii) {x ∈ A | f(x) ≥ α} ∈ A
iv) {x ∈ A | f(x) > α} ∈ A
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La dimostrazione del teorema segue dalle relazioni
{x ∈ A | f(x) ≤ α} =
∞⋂
n=1





La dimostrazione del teorema segue dalle relazioni
{x ∈ A | f(x) ≤ α} =
∞⋂
n=1
{x ∈ A | f(x) < α + 1
n
}
{x ∈ A | f(x) > α} = A \ {x ∈ A | f(x) ≤ α}
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La dimostrazione del teorema segue dalle relazioni
{x ∈ A | f(x) ≤ α} =
∞⋂
n=1
{x ∈ A | f(x) < α + 1
n
}
{x ∈ A | f(x) > α} = A \ {x ∈ A | f(x) ≤ α}
{x ∈ A | f(x) ≥ α} =
∞⋂
n=1
{x ∈ A | f(x) > α− 1
n
}
{x ∈ A | f(x) < α} = A \ {x ∈ A | f(x) ≥ α}
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Proposizione Siano (X,A, µ) spazio misura, A ∈ A, f, g : A → R
due funzioni misurabili. Allora sono misurabili anche le funzioni
i)α f, con α ∈ R





v) max {f, g}
6/14 Pi?
22333ML232
Se f : A→ R e` misurabile sono misurabili anche le funzioni
i) f+ := max {f, 0}
ii) f− := max {−f, 0}
iii) |f | = f+ + f−
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f+ si dice parte positiva di f, f− si dice parte negativa di f
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Sia X un sottoinsieme non vuoto di R. Il numero µ si dice:
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Sia X un sottoinsieme non vuoto di R. Il numero µ si dice:
• maggiorante di X se, per ogni x ∈ X : x ≤ µ,
l’insieme X si dice in tal caso superiormente limitato;
• minorante di X se, per ogni x ∈ X : x ≥ µ,
l’insieme X si dice in tal caso inferiormente limitato;
• µ e` estremo superiore di X se e` maggiorante di X e per ogni altro
maggiorante µ? di X si ha che µ ≤ µ?,
• µ e` estremo inferiore di X se e` minorante di X e per ogni altro
minorante µ? di X si ha che µ ≥ µ?.
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L’estremo superiore di un insiemeX e` il minimo maggiorante, si indica
con supX.
E` caratterizzato dalla proprieta`: µ = supX se e solo se per ogni ε > 0
esiste xε ∈ X tale che: µ− ε < xε.
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L’estremo superiore di un insiemeX e` il minimo maggiorante, si indica
con supX.
E` caratterizzato dalla proprieta`: µ = supX se e solo se per ogni ε > 0
esiste xε ∈ X tale che: µ− ε < xε.
L’estremo superiore di un insieme e` unico.
Assioma di Completezza
• Ogni sottoinsieme di R non vuoto e superiormente limitato possiede
estremo superiore.




Proposizione Siano (X,A, µ) uno spazio di misura, A ∈ A, (fn)n :
A → [−∞,+∞] una successione di funzioni misurabili. Allora sono











Teorema Sia f : R → R una funzione derivabile. Allora la funzione
derivata f ′ e` misurabile.
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Teorema Sia f : R → R una funzione derivabile. Allora la funzione
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la tesi segue dal fatto che (gn) e` una successione di funzioni misurabili
e gn → f ′(x)
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E` sempre possibile approssimare una funzione misurabile con succes-
sioni di funzioni semplici
Teorema Siano (X,A, µ) uno spazio di misura, A ∈ A
Le seguenti affermazioni sulla funzione f : A→ R sono equivalenti
i) f e` misurabile
ii) esiste una successione (fn)n di funzioni semplici di dominio A tali
che per ogni x ∈ A vale |fn(x)| ≤ |f(x)| e
lim
n→∞ fn(x) = f(x)
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La definizione di integrale per funzioni non negative
Dati (X,A, µ) , spazio di misura, A ∈ A, f : A→ [0 +∞] misurabile
l’integrale di f rispetto alla misura µ sull’insieme misurabile A e`∫
A
f dµ := sup
{∫
A





































f dµ < +∞ =⇒ µ ({x ∈ A | f(x) = +∞}) = 0
Senza entrare nel dettaglio delle dimostrazioni delle proprieta` (P1) —
(P3), prima si verifica che le proprieta` valgono per le funzioni semplici,
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f−dµ, e` finito. Anche in questo caso il valore
dell’integrale e` definito da (L)
